REVISTA DE INVESTIGACION EN MODELOS MATEMATICOS APLICADOS A LA GESTION Y

LA ECONOMIA ANO 6 VOLUMEN 1T (2019-IT)

CENTRO DE INVESTIGACION
EN METODOS CUANTITATIVOS
APLICADOS A LA ECONOMIA
Y LA GESTION

MA

IADCOM - UBA

Universidad de Buenos Aires
Facultad de Ciencias Econémicas

LATINDEX
http://www.latindex.org/latindex/ficha?folio=2751

http://www.economicas.uba.ar/institutos_y_centros/revista-modelos-matematicos/

ANALISIS DE LA CUALIFICACION DE LAS RESTRICCIONES
EN EL TEOREMA DE KUHN-TUCKER

Pablo Matias Herrera y Gongalo Herndn Ballestero

Universidad de Buenos Aires, Facultad de Ciencias Econdmicas, Centro de Investigacion en Metodologias Basicasy Aplicadas a la Gestion
(CIMBAGE), Av. Cordoba 2122 — 1120AAQ. Ciudad Autinoma de Buenos Aires, Repiiblica Argentina

pabloberrera@economicas.uba.ar; gonzaloballestero@economicas.uba.ar

Resumen

Redbido: 04-03-2019

Aceptado: 30-08-2019

Palabras clave

Cualificacién de restricciones —
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Programacién no lineal.

Dado un problema de programadén no lineal con restricdones de desigualdad, en este
artfaulo se explidtan las propiedades que deben satisfacer las restricdones para asegurar que
las condidones de Kuhn-Tucker sean condidones necesarias de optimalidad local. Estas
propiedades se denominan cualifiadén de restricdones y constituyen una hipotesis
fundamental para establecer la validez del teorema de Kuhn-Tucker. En este trabajo se
presentan diversas cualifiadones de restricdones, asf como también las reladones de
implieanda que se establecen entre estas. Finalmente, se demuestra que en el problema del
consumidor las restricdones aualifian, de modo tal que la anasta 6ptima se deduce

directamente de las condidones de primer orden.
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CONSTRAINT QUALIFICATION ANALYSIS IN KUHN-
TUCKER THEOREM

Abstract

KEYWORDS In this paper is set out to determinate, given a nonlinear programming problem, which are
the properties the constraints must have to ensure Kuhn-Tudker necessary conditions of
local optimum hold. These constraint qualifications proprieties constitute a fundamental
hypothesis to establish the validity of Kuhn-Tudker theorem. Here, diverse constraint
qualifications, as well as the logical implications that can be established between them will
be presented. Finally, it will be proven that in the consumer maximization problem these
constraint qualifications are met such that the optimal bundleis deduced directly from the

Constraint qualifications —
Kuhn-Tucker theorem —
Necessary conditions for local
optimality —

Nonlinear programming,

first order conditions.
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INTRODUCCION

Considere el siguiente problema general de programacién no lineal

gix)<0 j=1..,m

max f(x) s.a ®)
XEX

donde f:R™ - Ry g;:R"™ = R son funciones continuamente diferenciables y sea X € R™ un
conjunto abierto y no vacio. A su vez, D = {X €EX:g;(x)<0,j=1, ,m} representa el
conjunto de soluciones factibles. En caso que alguna restriccion se cumpla con igualdad en el
punto X € R"™, se dice que la restriccion estd activa o saturada en ese punto. Caso contrario, se dice
que esta znactiva. Sea Ax) = {] 2 g x) = O} el conjunto de indices de restricciones activas en el
punto X € R™.

Suponiendo que X* € D es un maximo local, las condiciones de Kuhn-Tucker (KT) establecen
que existe un vector no negativo A* € R™ tal que

VAx) = ) 2Vg;(x) =0
j=1

A [bj—gj(x*)]=0 y A;=0 j=1..,m

De este modo, se considera que las condiciones de KT son condiciones necesarias de optimalidad
local que caracterizan las soluciones del problema (P). No obstante, existen casos, como elejemplo
planteado por Kuhn & Tucker (1951), donde las condiciones de KT conforman un sistema de
ecuaciones inconsistente, de manera tal que no identifican soluciones éptimas.

g X)=x,—(1-x1)3<0

Ejemplo 1. max f(X) = x s.a {
jemp f( 1 g2X)=—x,<0

Para resolver el problema, se plantea el Lagrangeano
L(x1,%2,A1,42) = %1 + A1 (=x2 + (1 — x1)3) + Ao,

Las condiciones de Kuhn-Tucker son

oL

=1 - — 2 =

5 = 1=3u-x)?=0 (L.

oL A+ =0 12

axz - 1 2= ( ‘ )

oL

ﬁ:_x2+(1_x1)320, 20, 4[-x+A-x)3]=0 (13
1
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oL
a_;{z =Xy = 0, AZ = 0; AZXZ =0 (14)

Para encontrar los puntos criticos o candidatos a 6ptimo, se utiliza el método de ensayo y error.
Caso 1. Activa-Activa.

Dado que ambas restricciones se cumplen conigualdad, de la condicién (1.4) se tiene que x, = 0
y reemplazando en (1.3) se deduce x; = 1. Sin embargo, al reemplazar el vector X = (1,0) enla
condicién (1.1) se obtiene una contradiccion. Porlo tanto, no se identifican candidatos a éptimo.

Caso 2. Activa-Inactiva.

De las condiciones de holgura complementaria (1.3) y (1.4) se sigue que 44 >0y A, =0.
Reemplazando en (1.2) se sigue una contradiccion. Por lo tanto, no se identifican candidatos a

optimo.
Caso 3. Inactiva-Activa.

De la condicién de holgura complementaria (1.3) se tiene que 4; = 0. Reemplazando este valor
en la condicién (1.1) se sigue una contradiccion. De este modo, no se identifican candidatos a
optimo.

Caso 4. Inactiva-Inactiva.

Del mismo modo que el caso antetior, de la condicién (1.3) y (1.1) se sigue una contradiccién, de
manera tal que no se identifican candidatos a éptimo.

Si bien a partir de las condiciones de Kuhn-Tucker no se deducen candidatos a 6ptimo, el mismo
puede encontrarse mediante el siguiente razonamiento. De la primera restriccion, se tiene
(1 — x1)3 = x,. Debido a la condicién de no negatividad sobre X se sigue (1 —x1)3 = 0, de
manera tal que x; < 1. Por lo tanto, se deduce que x; = 1. Reemplazando el valor obtenido en
la primera restriccion, se obtiene x, = 0. Por lo tanto, el vector X* = (1,0) es la soluciéon del
problema.

Este ejemplo demuestra que patraasegurar la validez del teorema de Kuhn-Tucker, las restricciones
deben verificar cierta hipétesis adicional, denominada cualfficacion de restricciones. En este articulo se
explicitan diversas cualificaciones de este tipo que aseguran que las condiciones de Kuhn-Tucker
sean condiciones necesarias de optimalidad local.

Dentro dela literatura de optimizacién no lineal, se han desarrollado diferentes propiedades que
deben satisfacer las restricciones para considerar que éstas cualifican (Abadie, 1966; Arrow,
Hurwicz, & Uzawa, 1961; Gould & Tolle, 1971; Mangasarian & Fromovitz, 1967; Kuhn & Tucker,
1951; Slater, 1959). La busqueda ha sido motivada por hallar condiciones cada vez mas generales
y especificar cuales son las interrelaciones que se establecen entre si (véase Bazaraa et al., 1972y

Peterson, 1973).

El articulo estd organizado de acuerdo al siguiente esquema. En la segunda seccion se definen los
conceptos necesatios para describir las condiciones necesarias de primer orden en problemas de
programacién no lineal. Luego, en la tercera seccion se demuestra el teorema de Kuhn-Tucker
utilizando la cualificacién de restricciones de Abadie, de manera tal que se muestra explicitamente
la relacion de implicancia que se establece entre la cualificacién de restricciones y la validez de las
condiciones de Kuhn-Tucker. En la cuarta secciéon se enuncian cualificaciones de restricciones
alternativas y se presentan esquematicamente las relaciones que existen entre éstas. Finalmente,
mediante dos ejemplos se ilustra el procedimiento para decidir si las restricciones cualifican o no.
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1. CONDICIONES NECESARIAS DE OPTIMALIDAD

En esta seccién, se introducen las nociones fundamentales para enunciar las propiedades que
caracterizan las soluciones éptimas del problema (P). La intuicién geométrica detras del concepto
de maximo local en problemas de programaciéon no lineal con restricciones de desigualdad es la
siguiente. Supéngase una persona que se encuentra escalando una montafia y, por diversos
motivos, existen zonas deacceso restringido. De este modo,lamontafia se divide en areas factibles
o posibles de ser visitadas y areas no factibles. Ademas, supongase que las condiciones climaticas
son adversas y existe una espesa nicbla que recubre la totalidad del paisaje, reduciendo
completamentela visién del montafiista. En este contexto, ¢cémo sabe que ha alcanzado una cima
factible o maximo local factible? Debido a la niebla, sélo puede usar informaciénlocal, de modo
que puede inferir que ha alcanzado un maximo local factible si, al dar un paso en cualquier
direccion factible, éste lo lleva a una altura menor con respecto ala posicion inicial. Esta es la idea
que subyace tras el teorema 1. El teorema 2 es simplemente una extension generalizada del
teorema 1. A continuacién, se definen los conceptos que permiten formalizar la descripcién
mencionada anteriormente.

Definicién 1. Dada una funcién f : D € R"™ = R, unvector d € R™ esuna direccion ascendente de
f enun punto x € D si existe un escalar § > 0 tal que f(x + Ad) > f(x) paratodo A € (0, §).

Una direcciéon ascendente se denomina también direccion de mejora, debido a que un pequefio
desplazamiento desde un punto a otro a lo largo deuna direccién ascendente lleva a puntos donde
aumenta o mejora el valor de la funcién objetivo.

Definicion2. Dadauna funcién f : D € R™ — R, el cono de direcciones ascendentes de f enun punto
x € D es el conjunto

Fx)={deR": f(x+1d) > f(x), v A€ (0,5) para algin § > 0 }

Proposicion 1. (Condicion suficiente de direccion ascendente). Sea f una funcién diferenciable en X, sea
un vector d € R™. Si se verifica que Vf(x)Td > 0, entonces d es una direccién ascendente con
respecto a f en X.

Demostracion. Debido a que f es diferenciable en X, es posible construir la expansion de Taylor
de primer orden alrededor del punto X

FG+ad) =f@+avfx)Td+RQ) con En})—:o

Considere un valor de 4 lo suficientemente pequefio, de manera tal que el error de aproximacion
tienda a cero. De este modo, se obtiene

fx+2d) = f(x) + AVf(x)Td

Por definicion, se sabe que 4 > 0y, por hipétesis, VF(x)Td > 0, de modo tal que se verifica
f(x +Ad) — f(x) > 0. De esta manera, se deduce

fG&+2d) > f(x)

Porlo tanto, queda demostrado que d € R™ es una direccion ascendente.
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Definicion 3. Dada una funcién f : D € R™ — R, se dice que un vector no nulo d € R™ es una
direccion factible de D en un punto X si existe un escalar § > 0 tal que x + Ad € D para todod €
(0, 9).

De este modo, si d es una direccion factible, entonces un pequefio desplazamiento 4 desde X en
direccion a d lleva a puntos que pertenecen al conjunto D.

Definicion 4. Dada una funcién f: D € R™ = R, el cono de direcciones factibles de f en un punto
x € D es el conjunto

Dx)={deR": x+Ad €D, v 1€ (0,6) para algun 6 > 0 con d#0}

Proposicion 2. (Condicion necesaria de direccion factible). Sea g;: R™ — R™ una funcion diferenciable
enX, ysea d € R™ una direccion factible. Entonces se verifica que Vg (x)Td < 0 paratodoj €
A(X).

Demostracion. (Por reduccion al absurdo). Supéngase que Vg (x)T d > 0 para algin j € A(X).
Debido aque g; es diferenciable en X, es posible construir la expansion de Taylor de primer orden

alrededor del punto X

R

g/x+2d) = g;(x) + A9g;(x)Td+ R con lim—==0
-0
RO
g &x+1d)-g @ =g x)T d+RW  con lim —==0

Supdngase un valor de A lo suficientemente pequefio, de manera tal que el error de aproximacion
tiende a cero. Debido a que A es un escalar positivo y, por hipotesis, Vg;(x)T d > 0, entonces se
tiene que

g;(x+2d) > g;(x)
Por lo tanto, se deduce que no existe ningtn escalar § > 0 tal que
gix+1d) <g;x) Vva1e(0,6)
Lo que contradice que d € R™ sea una direccion factible. m

El siguiente teorema refiere a la condicién necesaria de optimalidad local. Basicamente, se
establece que si X* es un maximo local del problema (P), entonces no existe direccion que sea
factible y ascendente simultineamente.

Teorema 1. Si x” € D es un maximo local del problema (P), entonces Fy(x) N D(x") = @,
donde Fy (x) ={d € R® : Vf(x)Td > 0} y D(x") es el cono de direcciones factibles.

Demostracion. (Por reduccion al absurd). Supongase que existe una direccién factible de mejora
d € Fy(x") N D(x"). Consecuentemente, por la Definicién 3 y la Proposicién 1, existe un § > 0

tal que
f+A)>fE) y x+AdeD, V1€ (0,6)
A su vez, dado que x” es un méaximo local, entonces debe existir un 7 > 0 tal que
f&x*)=fx) Vx € B(x*r)ND

donde B(x*,7) es una bola abierta con centro en X*y radio . Considérese un valor de lambda
T .
tal que A < - Deeste modo, se sigue

f(x"+ Ad) > f(x") donde x"+ Ad€ B(x*,r)ND
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Lo que contradice la hipétesis que x" es un maximo local. m

Sin embargo, si en lugar de considerar el cono de direcciones factibles se tiene en cuenta un
conjunto més amplio, denominado cono de direcciones tangentes T (X), que contiene al conjunto D (X),
entonces se obtiene una versibn mas general del Teorema 1. De este modo, como se verd a
continuacién, el Teorema 2 debe ser entendido como una caracterizacion generalizada de las

condiciones necesarias de optimalidad local.

Definicion 4. SeaD € R™ un conjunto cerrado y sea X € D. Entonces d € R"™ es una direccion
tangente a D si existe una sucesion de escalares positivos {AyJxen y una sucesion factible
{xk}kEN c D tal que

X = lim Xk N d= lim Ak(Xk—X)
k—oo k—oo
Definicion 5. El conjunto de direcciones tangentes a D en un punto X € R™
T(x) ={d € R* | 3{x,} < D, {4} © Ry td = lim A (= %) A x = Jim x;.}
k—oo k—co
se denomina cono direcciones tangentes a'D en X.

Puede demostrarse que D(X) € T(x) (Carter, 2001). En virtud de esta propiedad, es posible
generalizar las condiciones de primer orden mediante el teorema que sigue a continuacion.

Teorema 2. Si x* € D es un maximo local del problema (P), entonces Fo(x )N T(x") = @.

Demostracion. Supéngase que d € T(x*) de modo que existe una sucesion {Xy } que pertenece
al conjunto factible y una sucesion de escalares {1} € R, tal que

d=l}1m Ak(Xk—X*) y x*=g1m Xk

Debido a que f es diferenciable en X, es posible construir la expansién de Taylor de primer orden
alrededor del punto Xy,

fx) = f&) + V)T (% —x*) + R(xp — x¥)
f&x) = f(x*) = VF(x)T (% —x*) + R(xp — x*)

Dado que x* es un maximo local, entonces se verifica que fxg) < f(x*),de modo que se
obtiene

VAT (xp—x)+REx,—x*)< 0

Multiplicando y dividiendo el dltimo término de la inecuacion por (X — x*)

R(x — x)
<

(e —x)

7FE)T g — xD + (2 — x7)

Multiplicando por Ay > 0 a toda la expresion y tomando el limite

R(xy —x¥)
(xe—x) 17

Vfx*)Td+d-0<0

El’éo[lk VFAEHT (xp = X + (X — x9)
VF(x)Td <0

Por lo tanto, se demuestra que d & Fy(x*). m

2. TEOREMA DE KUHN-TUCKER
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En esta seccion, se demuestra el teorema de Kuhn-Tucker utilizando la condicion necesatria de
optimalidad enunciada en la seccién anterior (véase Teorema 2) y la cualificacion de restricciones
de Abadie (1966). Bajo tales hipétesis, las condiciones de KT se detivan inmediatamente a través
del Lema de Farkas (1902). El siguiente diagrama resume esquematicamente las implicancias
l6gicas mencionadas

Grafico 1. Hipoétesis del teorema de Kuhn-Tudker

Optimalidad Condiciones de
Local Kuhn-Tucker
Teorema 2 Lema de Farkas

FonT=® ﬁ FoﬂG'=@
Abadie

Fuente:Bazaraaetal., 2013

Cualificacion de restricciones de Abadie. Un vector x €D satisface la cualificacion de

restricciones de Abadie si T(x) = G'(x), donde G' (x) = {d 1 Vg; ®Td<o0, vje A(X)}.

Lema de Farkas. Sea A una matriz de m Xny sea b € R™. Entonces uno y sélo uno de los

siguientes sistemas tiene solucién y el otro es inconsistente

Ax =D, x=0 G3.1)
T T
A'x<0, b'y>0 32)
Demostracion. Véase (Gale, 1989) o (Lauritzen, 2013).
Teorema de Kuhn-Tucker. Supéngase que X* € D es un maximo local del problema (P) y verifica

la cualificacion de restricciones de Abadie. Entonces existe un vector A* € R™ tal que se satisfacen las

siguientes condiciones

VF(x) — Z X Vg, (x*) =0
j=1

J
=0 y A5[pj—-g,x)]=0 j=1,..m

Demostracién. Dado que X* € D es un méximo local, por el Teorema 2 se verifica Fy(x") N

T(x") = @. A suvez, debido aque se satisface la cualificacién derestricciones de Abadie, T(x") =
G'(x"). De este modo, se sigue Fy(x) NG’ (x) = @. Esto implica que no existe ninguna

direccion d € R™ que sea solucion del sistema

VFAHTd>0, Vg;(x)Td<0 donde j€ A(x*)

Por el Lema de Farkas, necesariamente existe una solucion para el siguiente sistema
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> 4Vg6)=Vf), 420 donde j€AK)

JEA(x*)
Luego, completando con ceros el vector de multiplicadores de Lagrange asociados a las
restricciones inactivas

Ae=0  VkeAX")
Se demuestra la existencia de un 4 € R™ que satisface las condiciones de Kuhn-Tucker. ®

Dado que la estructura 16gica del teorema de Kuhn-Tucker es un condicional dela forma A = B,
queda claro que la hipétesis de cualificacién de restricciones resulta fundamental para asegurar la
validez del mismo. Asumiendo que existe un maximo global, si las restricciones no cualifican, las
condiciones de KT pueden no identificar candidato a 6ptimo alguno, conformando un sistema de
ecuaciones inconsistente. En este sentido, para encontrar el conjunto de candidatos a é6ptimo,

Sydsater et al. (2008) proponen el siguiente procedimiento

i) Encontrar todos los puntos factibles que satisfacen las condiciones de Kuhn-Tucker.
i) Encontrar todos los puntos factibles que no verifican la cualificacién de restricciones.

La solucién del problema (P) se encontrara entre estas dos clases de puntos candidatos.

No obstante, debido a que la condiciéon de Abadie es una proposicion demasiada abstracta, el paso
(ii) resulta dificil de verificar operacionalmente. Por este motivo, en la seccién que sigue a
continuacién se enuncian cualificaciones de restricciones alternativas que son mas sencillas de
comprobar en términos practicos.

3. OTRAS CUALIFICACIONES DE RESTRICCIONES

En esta seccion se presentan tres cualificaciones de restricciones. Envirtud de los teoremas 5 y 6,
todas éstas implican la cualificacién de Abadie y, por transitividad, aseguran la validez del teorema
de Kuhn-Tucker. El grafico 2 describe sintéticamente el orden de implicancia e interdependencia
que se establece entre las diferentes cualificaciones. Finalmente, se presentan dos ejemplos para

ilustrar cémo verificar si las restricciones cualifican.

Cualificaciéon de restriccion de Mangasarian-Fromovitz. Un punto X € D satisface la
cualificacion de restriccion de Mangasarian-Fromovitz (Mangasarian & Fromovitz, 1967) si existe un
vector d € R"™ tal que

Vg;(x0Td< 0 VjeAX)
Condicion de Slater. El problema (P) satisface la condicion de Slater (Slater, 1959) si cada funciéon

restriccion g;: R™ — R es convexa y, ademis, existe al menos un X € D tal que g;(x) < 0 pam
todoj =1,..m.

Condicion de regularidad. Un punto X € D es un punto regular o comple la condicion de regularidad
si el conjunto de vectores gradientes de las restricciones activas en X

{vg;(0 :j € A}
conforman un sistema linealmente independiente (Fiacco & McCormick, 1990).

Teorema 5. Siel problema (P) satisface la condicion de Slater, entonces se cumplela cualificacién
de Mangasarian-Fromovitz para todo X € D.
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Demostracion. Véase (Andréasson ez al., 2005).

Teorema 6. Si un vector X € D satisface la condicién de regularidad, entonces cumple la
cualificacién de Mangasarian-Fromovitz. A su vez, si X €D verifica la cualificacién de
Mangasarian-Fromovitz, entonces cumple la cualificaciéon de Abadie.

Demostracion. Véase (Andréasson e al., 2005) o (Eustaquio ¢ a/., 2008).

Grafico 2. Interreladon entre cualifimddn  de restricdones

Condicion de
regularidad

\4

Cualificacion de R Cualificacion de
Mangasarian-Fromovitz restricciones de Abadie
7

Condicion de
Slater

Fuente. Elaboracién propia.

Para finalizar este trabajo, se presentan dos ejemplos que ilustran el procedimiento para verificar
la hip6tesis de cualificacién de restricciones. El primer ejemplo corresponde a (Sundaram, 1996)
y tiene la particularidad que los candidatos a 6ptimo se obtienen resolviendo las condiciones de
KT asi como también identificando aquellos puntos donde las restricciones no cualifican. El
segundo ejemplo se refiere al problema del consumidor, en el cual se observa que todo vector
factible es un punto regular. De este modo, la canasta que maximiza la utilidad se deduce

directamente de las condiciones de primer orden.

2

Ejemplo 2. maxf(x) = 2x3 —3x ssa g=-B-x3%<0

Para encontrar todoslos candidatos a éptimo, primero se calculan los puntos que satisfacen las
condiciones de KT. Luego, se computan aquellos puntos que no satisfacen la condicién de

regularidad.
Se plantea el lagrangeano asociado al problema

L(x, ) =2x3 —3x2+1(3—x)3

Luego, se establecen las condiciones necesarias de optimalidad

aL
—=6x2-6x—3M3-x2%2=0 (4.1)
dx

aL

5= B-0°20 120, 23-0°=0 (4.2)

Caso 1. Activa.

De la condicién de holgura complementaria, se obtiene (3 — x) 3 = 0. Deesto, se sigue que X =
3. Reemplazando este valor en (4.1) se deduce una contradiccién. Por lo tanto, no se identifican
candidatos a 6ptimo.

Caso 2. Inactiva.
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De la condicién (4.1), se sigue 6x% — 6x = 0. Resolviendo esta ecuacién se obtienen dos
candidatos a 6ptimo, x; = 0yx, = 1.

Para identificar la totalidad de candidatos a 6ptimo, ademas se deben identificar aquellos puntos
que no verifican la hipétesis de cualificacion de restricciones. Para ello, se evalua la condicion de
regularidad, la cual exige que los vectores gradientes de las restricciones activas sean linealmente

independientes.
Caso 1. Activa

Dado que s6lo una restriccion esta activa, se debe verificar que el vector Vg = [3(3 — x)?] sea
linealmente independiente!. El tnico punto que no satisface esta condiciénes x = 3. Por lo tanto,

en este caso se identifica un candidato a 6ptimo adicional.
Caso 2. Inactiva

La cualificacién de restricciones se satisface de manera trivial debido a que el conjunto de
restricciones activas no contiene ningtin elemento. Por lo tanto, no se identifican candidatos a

optimo en este €aso.

En conclusién, para este ejemplo existen tres candidatosa é6ptimo x; = 0,x, = 1 yx3 = 3.

g1(X) =pix;+px, <m
Ejemplo 3. max u(x) s.a go(x) =—x, <0
93(x) =—x, <0

donde p1,p,,m > 0. Ademis, se asume que u: R™ = R es una funciéon céncava, continuamente
diferenciable y estrictamente creciente en X; y X, Debido a estos supuestos, por el teorema de
Welerstrass se sigue que existe un maximo global. A continuacién, se demuestra que la soluciéon
del problema necesariamente se deduce de las condiciones de primer orden.

Dado que existen tres restricciones, cadauna delas cuales admite dos estados, se tienen 8 casos
posibles. Sin embargo, debido a que U es una funcién estrictamente creciente, la restriccion
presupuestaria debe cumplirse conigualdad en el 6ptimo, por lo que se descartan los casos donde
la primera restricciéon estd inactiva. A su vez, es facil comprobar que el caso donde todas las
restricciones estan activas implica una contradiccion. En conclusién, el andlisis queda acotado a 3
€asos.

Caso 1. Activa-Inactiva-Activa.
La condicién de regularidad se satisface sélo si los vectores gradiente de la primera y tercera
restriccién son linealmente independientes. Para ello, el determinante de la matriz conformada

por los vectores fila Vg, y Vg3 debe ser no nulo

|’3 221|¢0

Dado que p; y p son estrictamente positivos, se verifica la condicién de regularidad.

! Recuérdese que un vector v E R™ es linealmente independiente si y solo si v # 0.
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Caso 2. Activa-Activa-Inactiva.
Operando de manera similar al caso anterior, se verifica la condicion de regularidad.
Caso 3. Activa-Inactiva-Inactiva

Debido a que tnicamente la primera restriccion se encuentra activa, la condicién de regularidad
se satisface solo si Vg; = (p1,p2) # 0. Una vez mas, como los precios son estrictamente
positivos, se cumple la cualificacion de restricciones.

En resumen, se demuestra que todos los casos satisfacen la hipotesis de cualificacién de
restricciones. De este modo, la solucién del problema del consumidor se deduce directamente de

la resolucién de las condiciones de primer orden.

CONCLUSION

En este articulo se explicitaron las propiedades que deben satisfacer las restricciones paraasegurar
que las condiciones de Kuhn-Tucker sean condiciones necesarias de optimalidad local. Utilizando
la cualificacién de restricciones de Abadie, se demostré el teorema de KT y se concluyd que la
cualificacién de restricciones es una hipotesis fundamental para establecer la validez de las
condiciones de primer orden. Ademas de la cualificacién de Abadie, también se enunciaron
cualificaciones de restricciones alternativas, tales como la cualificacion de Mangasarian-
Fromovitz, la condicién de Slater y la condicién de regularidad. Esta tltima destaca sobre el resto
debido a que es facilmente verificable en términos operacionales. Luego, se expuso mediante una
representacion diagramatica el sentido de las relaciones de implicancia que se establecen entre las
diferentes cualificaciones. Finalmente se presentaron dos ejemplos con el objetivo de ilustrar el
procedimiento para determinar la cualificacion de restricciones. Particularmente se demostrd que,
en el problema del consumidor, un ejemplo caracteristico en la literatura econdmica, las
restricciones cualifican, de modo tal que la canasta 6ptima se deduce directamente de las
condiciones de primer orden.
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